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Ein alternativer Zugang zur
speziellen Relativitatstheorie

M. Pohlig

1 Energie-Masse-Aquivalenz

Folgt man der Physik, wie sie sich historisch entwickelte,
stellt man fest, dass sie oft steinige Wege zuriicklegen mus-
ste, um kleine aber auch grofle Theorien zu formulieren.
Orientiert man sich beim Lernen und Lehren an diesen
»alten Pfaden®, ist man in vielen Féllen gezwungen, unnoti-
gen Ballast mit sich zu schleppen. Auch die Relativitits-
theorie ist davon nicht verschont geblieben. In diesem Auf-
satz soll ein alternativer Zugang zur Relativititstheorie
aufgezeigt werden. Neben seiner wissenschaftlichen Be-
griindung wird der Versuch unternommen, zu zeigen, wie
schnell man mit wenig Aufwand zu den wesentlichen Er-
gebnissen der speziellen Relativitdtstheorie kommen kann.

1.1 Was macht die nichtrelativistische klassische Mechanik
zur Relativitiitstheorie — der traditionelle Weg

Beim Unterrichten der speziellen Relativitédtstheorie be-
ginnen wir iblicherweise mit der Diskussion {iiber das
Scheitern des Michelson-Morley-Experiments. Fitzgeralds
Hypothese, die Lorentz ausarbeitete, war, dass alle Korper
in Bewegungsrichtung verkiirzt sein sollten. Er fithrte diese
Kontraktion auf spezielle molekulare Krifte zuriick. Diese
Uberlegungen fiihrten zu den bekannten Lorentz-Formeln
wie z.B. der Formel fiir die Lingenkontraktion. Von ganz
anderer Qualitidt war die Konsequenz, die Einstein aus dem
Scheitern des Michelson-Morley-Experiments zog. Er for-
mulierte ein Postulat, das man als Axiom im mathemati-
schen Sinne auffassen kann. Fiigt man es zur klassischen
Newton-Mechanik hinzu, wird diese zur speziellen Relati-
vitdtstheorie. Wie hie3 nun sein Axiom?

Axiom: Die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum hat in
allen Bezugssystemen den gleichen Wert und ist unabhdn-
gig von der Bewegung des emittierenden Korpers.

Betont sei, dass Einsteins Postulat aus keinem Experiment
und aus keiner anderen Theorie ableitbar ist. Es ist eine
Konstruktion des menschlichen Geistes. Langenkontraktion,
Zeitdilatation und die Aquivalenz von Masse und Energie
erscheinen dann als Sitze seiner Theorie. Das Michelson-
Morley-Experiment ist somit nicht mehr als Scheitern son-
dern als das Bestitigen einer Theorie zu verstehen, nur dass
es eben zeitlich vor der Formulierung der Theorie lag.
Diese Bestitigung ist natiirlich kein BeweisV. Erst die ex-
perimentelle Bestdtigung von Vorhersagen, die man aus
Einsteins Postulat gewann, bestdrkten die Physiker darin,
dass Einsteins Postulat verniinftig sei.

Eine Bemerkung noch zur Aquivalenz von Masse und
Energie: Sie wird hdufig missverstandlich formuliert, wes-
halb wir sie, in etwas modernerer Sprache, zitieren:

U Einen Bewesis fiir einen Satz in einer Theorie der Physik in dem Sinne,
dass er seine Giiltigkeit in der Natur beweist, kann es nie geben.
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Satz: Masse und Energie sind lediglich zwei verschiedene
Namen fiir die selbe physikalische Grof3e.?

In eine Formel gefasst, hat dieser Satz die Gestalt
E=mc. (1)

Diese Gleichung wird héufig so interpretiert: Energie konne
in Masse und umgekehrt, Masse konne in Energie umge-
wandelt werden. Ein solches Verstdndnis der Gleichung
fithrt dann zu Irrtiimern, wenn man sie auf das gleiche Sys-
tem anwendet. Denn es wiirde bedeuten, Energie konne auf
Kosten der Masse, und umgekehrt, Masse konne auf Kos-
ten der Energie zunehmen. Dies jedoch ist nicht richtig. Bei
(1) handelt es sich nicht um eine Bilanzgleichung. Die Ma-
thematik der Gleichung sagt vielmehr, der Faktor ¢ in For-
mel (1) ist lediglich ein Umrechnungsfaktor fiir die Einhei-
ten Kilogramm (kg) und Joule (J) und ,,mehr nicht*.

1.2 Die Masse-Energie-Aquivalenz als Axiom —
der alternative Weg

Fiir Mathematiker ist es nicht uniiblich, in einer Theorie
ein Axiom durch einen Satz der gleichen Theorie zu erset-
zen, also zu einem Axiom zu machen. Das ,,alte” Axiom
wird bei dabei zu einem Satz. Ein Satz und ein Axiom tau-
schen also ihre Rollen®. Dieser Aufsatz soll u.a. zeigen,
dass man die gleiche Relativititstheorie® bekommt, wenn
man die Inhalte von Axiom und Satz in 1.1 vertauscht [3].
Wir gehen also von folgendem Axiom aus:

Axiom: Masse und Energie sind lediglich zwei verschiede-
ne Namen fiir dieselbe physikalische Grofe.

Da man Energie und Masse iiblicherweise in verschiede-
nen Einheiten angibt, ldsst sich das Axiom in der folgen-
den Form fassen:

E=km. (2)

Dass der ,,Umrechnungsfaktor* das Quadrat der Lichtge-
schwindigkeit ist und diese in allen Bezugssystemen den

2 Einstein schreibt in seinem Artikel: ,,Ist die Trégheit eines Koérpers von
seinem Energieinhalt abhédngig?: ,,Die Masse eines Korpers ist ein Maf}
fiir seinen Energieinhalt; dndert sich seine Energie L, so dndert sich die
Masse in dem selben Sinne um L/9-10%, wenn die Energie in Erg und
die Masse in Gramm gemessen wird.“ (zitiert nach [1]). In [2] schreibt
Einstein: Nach der Relativitdtstheorie gibt es keinen prinzipiellen Unter-
schied zwischen Masse und Energie,... und ,,Masse ist Energie.“

¥ Der Mathematiker fordert allerdings, dass ein solches Vertauschen nur
zuldssig ist, wenn der zum Axiom gewordene Satz nicht stirker ist als das
alte Axiom, d.h. dass aus der neu formulierten Theorie nicht mehr Sitze
ableitbar sind als in der alten. Diese Forderung wollen wir fallen lassen
und begriinden dies mit der leichteren Zugénglichkeit zur Theorie.

4 Bei unserem Nachweis beschrinken wir uns auf die wesentlichen Er-
gebnisse der Relativitétstheorie.
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gleichen Wert hat, muss genauso bewiesen werden wie die
quantitativen Aussagen iiber Lingenkontraktion und Zeit-
dilatation.

1.3 Energie-Impuls-Zusammenhang bewegter Korper

Fiihrt man einem Korper Energie mit dem Trager Impuls
zu, so gilt fiir den Zusammenhang von Energiestrom P und
Impulsstrom F:

P=vF oder @:vd—p. 3)
dt dt

Nach Multiplikation mit d¢ erhalten wir
dE =v dP.

Es handelt sich also um einen reinen Energie-Impuls-
Transport. Wegen (2) und

p=m()v
gilt
d(k m(v)) = v dim(v) v).

Dass die Masse eines Korpers von seiner Geschwindigkeit
abhingt, ist wegen (2) einleuchtend und stellt keine zu-
sdtzliche Bedingung dar. Umgekehrt wiirde die Konstanz
der Masse vorauszusetzen, eine logisch nicht begriindbare
Einschrinkung bedeuten. Anwenden der Produktregeln
der Differenzialrechnung liefert

k dm(v) = v dm((v) + v m(v)dv.

Wir separieren die Variablen und erhalten

1 v
) dm(v)= —k — 2 dv, )
integrieren die Gleichung (3)
mj_v) 1 ‘1’1 .
——dm*(v)= — v
m(v=0) m (V) v=0 k—ve
4
_ 1 J —2v* dv
2 4 kv
v=0
und bekommen
[inGr D] 2=~ n(k-v22)]
m(v=0) 2 V=0

Mit m(v = 0) = m, — wir nennen diese Masse, die der Kor-
per in Ruhe hat, Ruhemasse — erhalten wir

und umgeformt

 Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf Impulsstréome, die in
Bewegungsrichtung des Korpers zeigen.

2

miv) === )

Formel (4) zeigt, welchen Wert die Masse eines Korpers in
einem Bezugssystem hat, beziiglich dem er sich mit der Ge-
schwindigkeit v bewegt. Der Korper, der sich selbst immer
in Ruhe sieht, wiirde von sich sagen, seine Masse sei #1,.
Fiir v > Vk ist m(v) nicht definiert, d.h. vk kann man als
eine obere Schranke fiir die Geschwindigkeit des Korpers
verstehen. Ein Beschleunigen eines Korpers, genauer: eine
Impulszunahme eines Korpers zeigt sich anfinglich — der
Wert von v darf als sehr klein gegen angenommen werden
— in einer Erhohung seiner Geschwindigkeit. Nimmt sein
Impuls weiter zu, zeigt sich diese Zunahme immer mehr in
einer Zunahme seiner Masse.

Da nun k als Umrechnungsfaktor zwischen der Einheit von
E und Einheit von m in allen Bezugssystemen denselben
Wert hat, ist die Grenzgeschwindigkeit Vk eine universelle
Konstante und damit unabhingig vom Bezugssystem.

1.4 Der Wert der Lichtgeschwindigkeit ist in allen
Bezugssystemen derselbe

Mit (4) haben wir aber auch

E(v)=—+—= )

wobei E, die Ruhenergie ist, also die Energie des Korpers,
der sich in einem Bezugssystem befindet, in dem er keinen
Impuls hat. Wegen

2 vzmz(v)k_ P’k

v
k  km*(Wk E*(v)

konnen wir in (5) v¥/k durch p?k/E*(v) ersetzen, was letzten
Endes bedeutet, dass wir v eliminieren, die Energie des be-
wegten Korpers also nicht mehr in Abhédngigkeit von seiner
Geschwindigkeit, sondern stattdessen in Abhéngigkeit von
seinem Impuls p schreiben. (5) bekommt damit die Gestalt

Ey
P’k
T2
E“(p)

E(p)=
1

Diese Gleichung soll nach E(p) aufgelost werden. Dazu
quadrieren diese Gleichung und stellen die Terme mit
E(p) auf eine Seite.
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Abb. 1: E-p-Diagramme fiir £,=0J,1Jund4J mit k =9

Ezp:
(-—"r

EX(p)

Wir formen den Nenner um und multiplizieren damit die
ganze Gleichung:

EX(p) - p*k = Ej

und 16sen nach E(p) auf:

E(p)=\E} + p*k. (6)

Abb. 1 zeigt E-p-Diagramme fiir verschiedene E,-Werte
bei einem zunichst willkiirlich gewéhlten k = 9 J/kg
Ist p?k sehr viel groBer als E,, erhilt man die Asymptote

E:p\/?.

Diese Beziehung gilt exakt und nicht nur asymptotisch fiir
,Korper“ mit der Ruhenergie 0 J bzw. Ruhemasse gleich
0 kg. Diese ,, Korper* zeichnen sich dadurch aus, dass sie
nur bei der Grenzgeschwindigkeit Vk ,existieren®, die Be-
griffe Ruheenergie und Ruhemasse haben dann streng ge-
nommen keinen Sinn mehr. Den tatsidchlichen Wert von k
und damit den Grenzwert fiir die Geschwindigkeit beweg-
ter Korper kennen wir folglich dann, wenn wir Teilchen fin-
den, die keine Ruheenergie haben. Wir kennen solche Teil-
chen, es sind die Photonen®. Fiir sie gilt die Beziehung

EZPC, (7)

wobei ¢ die Geschwindigkeit der Photonen, also die Licht-
geschwindigkeit ist. Wir fassen das Gefundene zu einem
Resultat zusammen: Unser Faktor k, angelegt als eine uni-
verselle Konstante, ist das Quadrat der Grenzgeschwin-
digkeit aller bewegter Korper und, da

Vk =c

ist, ist die Lichtgeschwindigkeit eine fiir alle Bezugssysteme
universelle Konstante, hat also in allen Bezugssystemen
denselben Wert. Das hat eigenartige Konsequenzen: Das
Licht, das eine bewegte Taschenlampe in Bewegungsrich-
9 Energie und Impuls eines Photons driicken sich in seiner Frequenz aus.
E =hfund p = hf/c = h/A. Eine Zunahme des Impulses und damit der
Energie lasst sich nur iiber eine Zunahme der Frequenz erreichen.
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tung aussendet, hat den gleichen Wert, wie die Geschwin-
digkeit des Lichts einer ruhenden Taschenlampe. Einsteins
Axiom, auf unserem alternativen Weg ein Satz, ist somit
bewiesen. ,,Unser* Axiom konnen wir jetzt in der bekann-
ten Gestalt schreiben:

E=mc.

und unsere wichtigsten bisherigen Ergebnisse, festgehalten
in den Gleichungen (4), (5) und (6), haben dann die ge-
wohnte Form:

m(VF&V2 (8)
-z

E(V)=i2 (9)
-z

E(p)=\[E§+p2C2. (10)

| 2 Licht in einem ,,Spiegelkasten® |

2.1 Lingenkontraktion

In einem Gedankenexperiment betrachten wir Licht einer
bestimmten Frequenz f,, das in einem ideal verspiegelten
Kasten eingeschlossen ist. Fiir die Energie des Lichts gilt:

E,=Nhf, (11)

Dabei ist N die Anzahl der Photonen im Spiegelkasten, A
das Planck’sche Wirkungsquantum. Wir betrachten nun
den gleichen Spiegelkasten von einem Bezugssystem aus,
beziiglich dem sich der Kasten mit einer Geschwindigkeit
v bewegt. Fiir die Energie des Photonen-Gases gilt dann:

E,=Nhf. (12)

Anzahl der Photonen und das Planck’sche Wirkungsquan-
tum /4 sind dabei unabhingig vom Bezugssystem. Aus (5),
(11) und (12) gewinnt man leicht:

fo_

fv)= > (13)

Das Licht, das in einem bewegten Spiegelkasten einge-
sperrt ist, erscheint ,,blauer” als in einem System, in dem
der Kasten ruht (vgl. Abb. 2).

Fiir die nichste Uberlegung wihlen wir einen etwas eigen-
artig abgewandelten Spiegelkasten. Er bestehe jetzt aus
einem unendlich ausgedehnten, parallel angeordneten Spie-
gelpaar”. Zwischen die Spiegelplatten werde wieder Licht

 Wir fordern, dass die beiden Spiegelplatten unendlich ausdehnt sein sol-
len, um Beugungen an den Réndern zu vermeiden. In der grafischen Dar-
stellungen jedoch erscheinen diese unendlich ausgedehnten Spiegelplat-
ten als Rechtecke. Wir kennen dieses Vorgehen auch aus der Mathema-
tik, wo man (unbegrenzte) Ebenen als Rechtecke darstellt.

3



PRAXIS-MAGAZIN

-
- Q
=
[0]
w

> [v) [+

<7I04>‘

Abb. 2 (oben): Das Licht in dem fiir den Beobachter sich bewegenden
Kasten erscheint diesem ,,blauer.

Abb. 3 (unten): Die bewegten Spiegelplatten erscheinen fiir den ruhen-
den Beobachter niiher zusammengeriickt.

der Frequenz f; eingesperrt, dessen Wellenvektor senkrecht
auf den Spiegelplatten steht. Der Abstand der beiden Plat-
ten sei Ay. Ohne die Strenge der Logik zu verletzen, konnen
wir fordern, dass A, und f; so gewahlt seien, dass sich zwi-
schen den Platten stehende Wellen mit N Knoten bilden.
Der Abstand der beiden Spiegel ldsst sich dann so aus-
driicken:

8)

lo =(N—1)%=(N—1)i. (14)

Betrachten wir wieder unser Spiegelpaar mit den einge-
schlossenen stehenden Wellen von einem Bezugssystem
aus, beziiglich dem unsere Spiegel sich, parallel zur Spie-
gelnormalen, mit v bewegen. Die Tatsache, dass sich ste-
hende Wellen ausgebildet haben, und die Anzahl der Kno-

9 Da sich an den Spiegelwénden Knoten bilden, gibt es (N — 1) Béuche.
4

ten bleibt dabei unangetastet (vgl. dazu Abb. 3). Der Ab-
stand der beiden Spiegel muss also einen Wert haben, der
von v abhingt:

I(v)=(N-1) 2fc(v) . (15)
In den Quotienten
) __f
ly  f(v)

setzen wir (13) ein. Auflosen nach /(v) liefert die bekann-

te Gleichung:
VZ
1(v)=lo,[1-=-. (16)
c

Wihlen wir den Plattenabstand als Maf3stab, so sagt uns
Gleichung (16), dass ein MaBstab, der sich uns gegentiber
mit v bewegt, fiir uns verkiirzt erscheint, und zwar umso
mehr, je grofer seine Geschwindigkeit ist.

2.2 Zeitdilatation

Wir messen die Geschwindigkeit eines Korpers, der eine
gleichformige Bewegung ausfiihrt, mit:

_As

v= yre (17)

Diesen Wert der Geschwindigkeit konnen wir auf zwei
Arten messen. Im ersten Fall legen wir einen Messpunkt
fest, an dem der Korper, dessen Geschwindigkeit wir mes-
sen wollen, sich vorbeibewegt.

Wir markieren auf dem Korper parallel zur Bewegungs-
richtung eine Strecke As(v) = I(v) und messen die Zeit-
spanne. Dabei ist ¢, der Zeitpunkt, wo die markierte
Strecke unseren Messpunkt zu passieren beginnt, und ¢, der
Zeitpunkt wo die Passage endet. Fiir die Geschwindigkeit
v erhalten wir also:

V2

l R
V= LV) = —0 C2
At Ay (18)

Kommen wir nun zu der zweiten Moglichkeit, die Ge-
schwindigkeit unseres Korpers zu messen. Wir legen eine
Messstrecke mit der Linge As = [, fest und markieren auf
unserem Korper, dessen Geschwindigkeit wir ermitteln
wollen, einen Punkt. Wir fragen jetzt nach der Zeit, die der
Korper benotigt, um vom Anfang bis zum Ende der fest-
gelegten Strecke zu kommen. Genauer: wir fragen den
Korper, welche Zeit er fiir das Passieren der Messstrecke
benotigt hat. Damit wird deutlich, dass die Zeitspanne eine
GroBe des fiir uns in Bewegung erscheinenden Korpers ist.
Wir erhalten in diesem Fall fiir die Geschwindigkeit:

_ o
T A) (19)

9 Der Index 0 bei Az, markiert hier keinen Zeitpunkt, sondern er sagt,
dass das Zeitintervall in einem Bezugssystem gemessen wird, das sich
nicht bewegt.
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Beide Messungen miissen die gleiche Geschwindigkeit lie-
fern, weshalb wir die rechten Seiten der Gleichungen (18)
und (19) gleichsetzen diirfen.

) _ b
Ay M(v)

(20)

Wenn wir Gleichung (20) nach At(v) auflésen und /(v) von
Gleichung (16) verwenden, bekommen wir

At

Al(v) = ———, (21)
v
C2

die Gleichung also, die die Zeitdilatation beschreibt: Die
Uhr eines Korpers, der sich uns gegeniiber in Bewegung
befindet, lduft fiir uns langsamer.

Zur Veranschaulichung betrachten wir das ,,Uberleben®
von Myonen (u-Mesonen) auf ihrem Weg durch die At-
mosphére, das klassisch betrachtet paradox erscheint. Sie
entstehen ca. 10 km oberhalb der Erdoberfldche, haben eine
Halbwertszeit von 2,19 us und eine Geschwindigkeit von v
= 0,9998 c. Mit den Regeln der klassischen Mechanik ge-
rechnet, wiirde ein Myon eine Strecke von 657 m mit einer
‘Wahrscheinlichkeit von 0,5 ,,iiberleben®“. Nur 0,0026% der
Myonen wiirden demnach die Erdoberfldche erreichen. Das
heift, selbst wenn sie in groBer Zahl in 10 km Hohe er-
zeugt werden, wiren auf der Eroberflidche praktisch keine
Myonen mehr nachweisbar. Bekanntlich ist aber das Ge-
genteil der Fall, was auch nicht verwundert, wenn wir re-
lativistisch rechnen. Fiir das Myon bewegt sich ndmlich der
Rest der Welt mit einer Geschwindigkeit von 0,9998 c. Die
Strecke zwischen seinem ,,Geburtsort” und der Erdober-
flache verkiirzt sich fiir das Myon auf:

2,19-10%s
1 (0.9998 )

C2

A1(0,9998 ¢) = ~0,00011s.

Das Myon hat also bei seiner ,,Lebenserwartung von 2,19 us
groBBe Chancen, die Erdoberfldche zu erreichen. 81% der
Myonen erreichen die Erdoberfliche. Betrachten wir den
Flug des Myons nicht aus der Position des Myons, sondern
aus Position eines Beobachters auf der Erdoberfliche, so
ist die Strecke, ,,die es zu iiberleben gilt“, 10000 m. Die
Uhr, die wir zur Zeitmessung verwenden miissen, ist aber
die Uhr des bewegten Myons, die wegen der hohen Ge-
schwindigkeit eine starke Zeitdilatation erfihrt; das Myon
lebt fiir den Beobachter linger, namlich:

2
1(0,9998¢) = 10000 m, [1- X228 _ 500 1
C

Diese ,,Lebenserwartung® reicht bei einer Geschwindigkeit
von 0,9998 ¢ aus, eine Strecke von 32,8 km mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 0,5 zu iiberleben, das Myon hat also auch
nach dieser Rechnung gute Chancen, die Erdoberfldche zu
erreichen. Nachrechnen liefert auch hier ca. 81%.

Eine Bemerkung noch: Die Relativgeschwindigkeit zweier
Korper zu einander ist symmetrisch, d. h., wenn eine Person
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Abb. 4 (oben): Der Beobachter misst die Zeitspanne A¢, die vergeht, wenn
die markierte Strecke AB eine ruhende Markierung passiert.

Abb. 5 (unten): Ein Markierung A auf dem bewegten Korper benutzt die-
ser, um die Zeitspanne zu messen, die er aus der Sicht der ruhenden Per-
son benétigt die Strecke /, zuriickzulegen.

A sagt, B bewege sich ihr gegeniiber mit einer Geschwindig-
keit v, so kommt Person B zum gleichen Ergebnis, B wird
also sagen, A bewege sich ihr gegeniiber ebenfalls mit der
Geschwindigkeit v. Messungen miissen in beiden Féllen den
gleichen Wert von v liefern. Wir haben diese Symmetrie in
(20) ausgeniitzt. Die Zeitdilatation kann also nicht die Er-
klarung fiir das bekannte Zwillingsparadoxon liefern. Die ru-
hende Person A wird iiber den bewegten Zwilling B sagen,
dass dieser, also B langsamer altere. Mit gleichem Recht
kommt der Zwilling B zur selben Behauptung und wird von
A sagen, dieser altere langsamer, da er sich bewege. Die Li-
teratur beschreibt das Zwillingsparadoxon so, dass sich am
Ende einer langen Reise zwei unterschiedlich alte Zwillinge
wieder treffen. Tatséchlich ist der Fall nicht symmetrisch in
dem Sinne, wie wir es beschrieben haben. Die beiden Zwil-
linge konnen sich nur dann wieder begegnen, wenn einer von
beiden auf seiner Reise umkehrt. Das Zwillingsparadoxon
wird also erklirbar, wenn man auf die Aquivalenz von Be-
schleunigungs- und Gravitationsfeld und damit auf die allge-
meine Relativitdtstheorie zuriickgreift. (Vgl. dazu etwa [4])
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